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TITRESIM ANALIZINDE DIFERANSIYEL QUADRATURE YONTEMI
GiRiS

Kapali matematik ¢d6ziim yani analitik ¢g6zim godu uygulamali bilim dalinda ve
muhendislik problemlerinde ulasilmak istenen ideal ¢6zimdur. Ancak analitik gdztim,
problemlerin gesitli karakteristikleri nedeniyle cogu kez imkansiz olur. Bu durumda
problemin ¢ézimulne ulasmak igin sayisal yaklasim kurmak zorunludur. Mevcut bu sayisal
¢dzUmlerin birbirlerine ve problem tiplerine gbére bazi Ustlnlikleri veya bazi
olumsuzluklari olabilir. Yeter dogrulukta ¢oziimler elde etmek igin giinimiize kadar pek
cok sayisal analiz yontemi onerilmistir. Genel olarak sayisal yaklasim yéntemleri zaman
veya uzay bdélgesinin belirli araliklara bélinerek ¢éziime birkag adimda ulasmayi veya
codgu durumda ardisik iterasyon c¢ozimlerini gerektirir. Bu nedenle gelistirilen sayisal
yontemler; gerektirdikleri hesaplayici ihtiyaci, ¢6zim icin harcanan zaman veya
CPU(Merkezi islem birimi) sliresi, denklemlerin stabilitesi, kullanilan digim noktasi
sayisli, problem ¢d6zlimd igin 6n islemler, ve en énemlisi bu ¢ézim igin harcanan para yani
ekonomi gibi kistaslar agisindan cesitli avantajlara veya dezavantajlara sahip olur. Daha
hassas sonuglarin daha az sayida diguam noktasi kullanilarak elde edilebilmesi ve
boylelikle daha az bilgisayar ihtiyaci, sonuclarin daha kisa stirede elde edilebilmesi yani
daha ekonomik ¢ézimler elde edilebilme imkaninin arastiriimasi galismalari yeni
yontemlerin gelistirilmesine yol acmistir. Bu metotlar icinde, Richard Bellman tarafindan
[1] gelistirilen ve ilk defa "Differential Quadrature" terimi ile tanitilan bu metot herhangi
bir sistemin diferansiyel formda elde edilmis yonetici denklemlerini mevcut sinir/baslangic
kosullarini da denklemlere dahil ederek ¢éziimiini énerir. Ilk calismasinda Bellman [1]
onerdigi bu metoda dair gesitli uygulamalari daha sonra yaptidi calismalarinda [2]
vermistir. Bu calismalarinda Bellman; biomekanik, akiskanlar dinamigi ve fiziko-kimya
problemlerinde karsilasilan bazi lineer olmayan adi tirevli diferansiyel denklemlerin
¢6zUmUni vermistir. Metodun literatlirdeki yapi mekanigi ve yapi mihendisligi alanindaki
ilk uygulamasi Bert ve ekibi tarafindan kiris ve plaklarin titresim hesabidir [3]. Bununla
birlikte Shu ve Richards tarafindan adirlik katsayilarinin hesaplanmasi igin Genellestirilmis
Diferansiyel Quadrature (GDQ) metodu adiyla genel bir formilasyonun dnerilmesinden
sonra 1992 yilindan itibaren diferansiyel quadrature metodu ve genellestirilmis
diferansiyel quadrature metodu ile ilgili calismalar blyulk bir hiz kazanmistir [4]. Bu
tarihten sonra yapi mekanidi ve akiskanlar mekanigi gibi uygulamali mekanik alaninda
diferansiyel quadrature metodu ve genellestiriimis diferansiyel quadrature metodu
kullanilarak yapilmis pek ¢cok calisma mevcuttur [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15].

Dinamik ytkler etkisindeki yapilarin analizi ve boyutlandiriimasi zamana bagh dedisen
kuvvetlerin dikkate alinmasini gerektirir. Kuvvetler zamana bagh olup, yapinin
karakteristikleri ve davranisi 6énemlidir. Rizgar, deprem, darbe, patlama kuvvetleri,
endistriyel yapilarda makina ve motorlarin olusturdugu titresim kuvvetleri, fabrika
kreynlerinde olusan titresimlerin yapiya etkileri veya ugak-uzay sanayinde kullanilan
gbvde ve kanat gibi elemanlarin maruz oldugu aero-dinamik yuklerin olusturdugu etkiler
ornek olarak verilebilir. Etkiyen kuvvetlerin sabit bir degeri yoktur. Yani yikler zamanin
bir fonksiyonu seklinde ifade edilirler. Kuvvetin zamanla dedismesi nedeni ile yapi
kitlesine etkiyen kuvvetlerde zamanla dedisecedinden yapinin davranisinin dedgismesine
neden olacaktir. Mihendislik yapilarinin buytk bir cogunlugu kullanim sireleri boyunca
bir veya daha fazla herhangi bir tip dinamik ylklemeye maruz kalirlar. Yapiya etki eden
kuvvetler en genel manada; periyodik ve periyodik olmayan kuvvetler veya deterministik
ve keyfi (random) kuvvetler olarak dort farkli grupla siniflandirilabilir. Ayrica
belirtilmelidir ki titresim hareketi; en genel manada herhangi bir fiziksel sistemin veya



herhangi bir yapinin enerji yutma kapasitesinin olup olmamasina gore; séntimld veya
s6nlimsuz titresim ve yapiya etki eden bir dis kuvvetin varlidina goére de serbest ve
zorlanmig titresim olarak siniflandirilir.

DIFERANSIYEL QUADRATURE (DQ) YONTEMI

Diferansiyel quadrature metodu; bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki bir uzay
degiskenine gore kismi tirevi, o dedisken bdlgesinin bitlin ayrik noktalarindaki fonksiyon
dederlerinin agirlikh bir lineer toplami ile ifade edilir, seklinde tanimlanan distinceye
dayanir. Yeter yaklasikta sonuclar elde etmek icin daha az sayida grid kullanan
diferansiyel quadrature metodu; fizik ve mihendislikte karsilasilan baslangig deder ve
sinir deger problemleri igin farkh bir yaklasim ortaya koymustur. Bu amacla tek boyutlu
(Sekil 1) bir fonksiyonun birinci turevini (i=1,2,...,N) noktalarinda N ayrik nokta igin g6z
o6nldne alirsak i .nci ayrik nokta igin birinci tlrev

H
v X =T agvap
j=1

o= oxj

i=1,2,..,N(1)

olacaktir. Burada xj degisken bélgesindeki ayrik noktalari, Y(xj) bu noktalardaki
fonksiyon dederlerini, ve Aij birinci dereceden tlrev icin bu dederleri fonksiyon
dederlerine baglayan adirlik katsayilarini ifade eder. Adirlik katsayilarinin hesabi, karsilik
gelen koordinat ydnlerinde fonksiyonel yaklasimlar ile gergeklestirilir. Test fonksiyonu ya
da yaklasim fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyonlarin segiminde streklilik sartina dikkat
edilmelidir. Yaklasim fonksiyonlari, alan degiskenlerinin olasi kararl yani tniform
durumlarini tanimlayabilmeli ve diferansiyel denklemdeki ya da sinir sartlarindaki mevcut
en ylksek dereceli diferansiyele kadar tltrevinin alinabilmesi gerekir. Yani streklilik sarti
icin, bir koordinat yonindeki digum sayisi, diferansiyel denklemdeki karsilik gelen
bagimsiz dediskene gére en ylksek dereceli tlirevin bir fazlasina esit olmalidir. Bellman
ve arkadaslan [1,2] adirhk katsayilarinin hesabi icin iki farkli yontem énermislerdir.
Bunlardan birincisinde (1) denklemi tam olarak alindiginda, test fonksiyonu olarak (N-1)
veya daha kiliclik dereceden secilen polinom fonksiyonu igin;

Yk(x) = xk-1, k = 1,2,...,N (2)

verilen denklem (1)'de yerine yazilirsa asadida belirtildigi formda bir lineer denklem
takimi verir

N
(k—l)xf-‘_2= Y Ayxh!

i=1 (3)
1 ', 'V Yy
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Ancak bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti Vandermonde formunda
oldugundan tekil bir coziime sahiptir. Bu tekilligi gidermek icin, agirlik katsayilari, degisik
grid nokta sayilar ile (3) denklemi esit digim dederleri igin hesaplanmalidir. Denklem
(1) asadidaki matris formda da verilebilir.



{0¥(x)/ ox} =l A Y0} L

Benzer islemler iki ve daha fazla dereceden tlrev ifadeleri icin de yazilabilir. Boylece, her
bir dereceden tirev icin agirlik ifadeleri birinci dereceden turev ifadesinden farkli
olmaktadir. Ikinci dereceden tlrev igin DQ yaklasimi

82 N
Wxx(Xj):_l// = > Bl] 4 (Xj);

2a=x
Ox* "7 o i=1,2,...,N(5)

olarak verilir. Burada Bij ikinci dereceden tirev icin agirlik katsayisidir. Denklem (5)
birinci dereceden adirlik katsayilari cinsinden

62 N N
= v ':ZAUZAjkl//(Xk);

2| X=x; .
Ox j=1 k=1 i=1,2,...,N (6)

olarak yazilir. Denklem (2) ile verilen polinom fonksiyon uygulanirsa ikinci dereceden
turev ifadesi

N
(k=1Nk-2)xF 3= 3 B,xk~!
7=t (7)

olmaktadir. Bu denklem yukarida verilen (3) denklemine benzer yaklagimla ¢ozulur.
Ornek olarak Sekil 2'de gorildigu sekilde esit aralikh alti nokta(N= 6) segelim.
X1 =0 X2:1/5 X3= 2/5 X4 = 3/5 X5 = 4/5 X6 = 1

—t—t———

i=1 =2 =3 =4 =5 =6

Ornek olarak 6 noktali esit aralikli diigim nokta dagihmi icin birinci mertebeden tiirev icin
gerekli adirlik katsayisi

[—-137 300 -300 200 -75 12 ]
-12 -65 120 -60 20 -3
1| 3 -30 -20 60 -15 2
12| -2 15 -60 20 30 -3
3 -20 60 120 65 12
| —12 75 =200 300 -300 137




olarak elde edilir. Daha hassas sonug elde edilmek istenirse daha blyik sayida aralga
bélinerek hesap yapilir. Ikinci, Gglincl ve dordiinci dereceden adirlik katsayilar Bij, Cij,
Dij, asagidaki formda hesaplanir

ZA,kAkJ ZA,kBk] ZA,kaj
k=1 k=1 k=1 (8)

Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature (GDQ)

Yukarida temel prensipleri verilen DQ yaklasiminda adirlik katsayilarinin hesaplanmasinda
cesitli guglikler ortaya gikmaktadir. Birinci ydontemde elde edilen denklemin katsayilar
matrisi Vandermonde sistemi oldugundan determinantinin hesabinda giglik cikar ve
denklemin ¢dzimi tekildir. Ozellikle grid sayisi arttikca sonuclarin hassasiyeti
azalabilmektedir. N grid sayisi 20 den buyik oldugu durumlarda sonuglarin givenirliligi
azalmaktadir. Bunlara ilaveten, her bir islem adiminda NXN denklem takimini gézme
zorunlulugu vardir. ikinci yaklasimda ise farkh sinir sartlari ve geometri icin metodun
uygulanabilirligi azalmaktadir. Yani; gerek, daha az sayida grid noktasi segilerek her
islem adiminda bir lineer denklem takimi ¢6zmeyi gerektiren birinci ydontemde gerekse de
digam noktalarinin dagihmini kisitlayan Legendre yaklasiminda metodun uygulanabilirligi
acisindan cesitli giglikler vardir. Dolayisiyla; hem bu giglikleri gidermek agisindan hem
de metodun kullanim alani ve uygulanabilirligini kolaylastirmaya y6nelik cabalar
sonucunda iki ayri grup tarafindan bagimsiz olarak metot gelistirilerek agirlik
katsayilarinin hesabi farkl grid noktalarl ve ylksek dereceden tirevler icin uygun bir
formda elde edilebilmis ve genellestirilmis diferansiyel quadrature metodu ortaya
cikmistir. Bu yéntemde sonsuz sayida digiim noktasi kullanilabilmektedir. Shu ve
Richards agirlik katsayilari igin herhangi bir tekillige neden olmayan ve bliylk sayida
lineer denklem takimi ¢6zimuU gerektirmeyen analitik ifadeler énermislerdir. Bu metotta
birinci ve ikinci dereceden tirevler icin [4];

M (x.
A= M (x(ll)) Cij=1.2,.N,,
(Xi_Xj)M (XJ) J1| (9)
PO (y) .
ngl) = (11) ; 1’_] = 152""’ Ny’

Burada
Ny Ny
MO = TIxi—xp, POy)= T(y;,~y)
j=Lj=i j=lj=i
ve

(r-1

I

iJ =

(r)-r[A(r DA - Ay
XiTXj

1,2,....,Nx, jti; ver = 2,3,..,Nx-1 icin (11)



Ai(js_l)
ijs)=S[B§is‘1)B§jl)——];
YiTYj ij =

1,2,... Ny, jti; ve s = 2,3,..., Ny-1 icin (12)

NX
AP=— ¥ A i=12,.,N_ve r=12,.,N,~1

i °

j=lj=i (13)

N
y
BY=— Y Bi(J‘S);i=1,2,...,,Ny ve 1=1,2,.,N, -1
j=Lj=i (14)

Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ)

Harmonik diferansiyel quadrature yonteminde agirlik katsayilarinin hesaplanmasi igin
Onerilen test fonksiyonu trigonometrik ya da harmonik formda oldugundan metot
harmonik diferansiyel quadrature olarak dnerilmistir [26]. Bu fonksiyon

N1y, cos Y=L ay

ur(x) =[1,sin(d),cos(d),..,sin
2 2 (15)

olarak verilmektedir. Burada d= px. Bu yontemde birinci ve ikinci mertebeden agirlik
katsayilar ;

(d/x)P(x;)

Xi— X

i

2P(x ;)sin[ 1@/ x)

J
2 jli (16)

seklindedir. Denklemde

N R
P(x;) = l_[sin[Xl XJEJ

j=lj=i X
ji=1,2,...,N

olarak tanimlidir. Eder j =i igin birinci mertebeden agirlik katsayisi hesaplanacak olursa
ifade seklinde olur.

J=Li=i =12 ... Nigin (17)
Benzer olarak ikinci merteben adirlik katsayilar [27];
d X;i—=x; d N
Bij=A,,.[2Aii——cth’(—) Bi=— X By
* *lj=ive j=1j#i j1j (18, 19)

Diigiim Nokta Tipi ve Segimi



Diferansiyel quadrature metodunda ¢6zlimin hassasiyeti bazi problem tlrlerinde sinir
kosullarina bagli olsa da genelde bu hassasiyet digliim noktalarinin segimine ve sayisina
baglidir. Daha 6nce yapilan galismalarda gosterilmistir ki; lineer tirden denklemler ve
homojen sinir kosullarina sahip problemlerde esit aralikli segilen digim noktalari ¢ozim
hassasiyeti agisindan yeterlidir. Bununla birlikte titresim problemlerinde daha gok bir
diger tur (Chebyshev-Gauss-Lobatto) grid nokta segiminin daha uygun oldugu
gosterilmistir. Zamana bagh denklemlerde ve baslangig deder problemlerinde ise esit
aralikli olmayan ttrden digim nokta segimi en uygun ¢ézimleri tiretmistir. Sonug
olarak, her tlr problem igin en etkili secimin bilinmesi analiz slresini kisaltacaktir. DUgim
noktalarinin segiminde sikga kullanilan ve 6nerilen esit aralikli ve esit olmayan aralikh
Chebyshev-Gauss-Lobatto grid dagilimlar galisma kapsaminda kullanilacaktir. Her iki
dogrultuda yani her bir koordinat yoniinde (tek boyutlu problemler icin bir yénde) esit
aralikh secilen [4, 16, 17, 18, 19, 20];

. i1
i—1 v, J
N.-1 N, -1

Xi
,i=1,2,...,Nx; j=1,2,...,Ny (20)

dtgam noktalari tanimlanir. Bazi durumlarda esit aralikli olmayan noktalarin daha iyi
sonug verdigi bilinmektedir. Iki boyutlu problemler icin esit olmayan grid noktalari
Chebyshev-Gauss-Lobatto noktalari igin ilgili bagintilar su sekildedir:

1[ i-1 _1 J-1

x:=— l—c()s[ 71']:| yj ——[1_005[ ﬂ]:l

! _ 2 -1

2 N,—-1 ; N, (21)

SAYISAL UYGULAMALAR

Dikdortgen Plak : ince elastik dikdértgen bir plagin serbest titresimine ait ydnetici
denklem boyutsuz formda

4 4 4
ﬂ+2k2 aF +k4aF=Q2F

ox* 0Xx20y? oy* (25)

olarak tanimhdir. Burada F titresimin boyutsuz mod fonksiyonu, W boyutsuz frekans olup,
ile verilir, X = x /a ve Y=y /b boyutsuz koordinatlar, a ve b plagin x ve y dogrultusundaki
boyutlari, k = a / b plak kenarlarinin orani, h plak kalinlidi, r, malzeme yogunlugu, ve D
plak egilme rijitligi olup D= Eh3 /12(1-n2) seklinde tanimhdir. Metodun uygulanmasiyla

Ny Ny N)’ Ny
SDyFy+2k> Y 2ByBwFintk* X DyFy=QF;
k=1 k=1m=1 k=1 (26)

denklemi elde edilir. Sinir kosullarinin ¢6ziime dahil edilmesi ile serbest titresim problemi

bl bl

seklinde tanimlanir. Bazi dlizenlemeler ve matris islemlerinden sonra denklem



([s]- 2t =0 g,

-1
halini alir. Burada [s1= [de]_[sdb][sbb] [de]ve b ile d alt indisleri sinir kosullar ve
yonetici denklemlerindeki diferansiyel quadrature analoglarinda kullanilan digim
noktalarini belirtir ve toplam denklemdeki katkisini gosterir. Elde edilen temel frekans
dederleri plak kenar boyutlarinin orani k = a/b igin Tablo 1'de verilmistir. Bu tabloda
AAAA, dortkenarin ankastre, BBBB basit, SSSS ise serbest olarak oturdugunu gosterir.
Tablodan gorllecedi lizere Leissa [23] tarafindan verilen sonuglar dikkate alininca her iki
yonde 9 adet digim noktasi kullanilarak yeter dogrulukta sonuglar elde edilmistir.

Elastik Kirisler : Lineer elastik bir kirisin edilmeli durum igin serbest titresim denklemi

2 2 2
d—z(EId—J;)+pAd—§ —0
dx dx dt (29)

olarak bilinir. Burada rA kitle, t zaman parametresidir. Denklem tabii frekans dederi
Q> =pA0L4a7
Eloigin boyutsuzlastinlip DQ metodu uygulanarak;

N
Z Dl'ijz_QzY,’
j=1 ; i=3,4,..,(N-2) (30)

Bu denklem farkl mesnet durumlari igin gerekli sinir kosullari altinda ¢ozUlirse plaklarin
¢6zUmiindeki (28) denklemine benzer olarak bir 6zdeder problemi elde edilir. Bu
denklemin temel frekans degeri igin ¢ézimUinden gesitli dUgim dederleri igin Tablo 2 'de
Ug farkli mesnet durumu icin elde edilmistir. Tabloda karsilastirmali olarak hem HDQ ve
hem de GDQ ile birlikte kesin sonugclar verilmistir. Bu tabloda A ankastre, B basit mesneti
gOstermektedir. Tablo 2'den gorilecedi (zere HDQ yontemi ile 7 digim noktasi ile kesin
dederler ile ortisen sonuglar hesaplanmistir. DQ yonteminde 7 digim noktasi igin
sonuclar yeter hassasiyette degildir. DUgim nokta sayisi 9 alininca DQ yéntemi igin
sonuglar yeterli bulunmustur. Eksenel titresim durumunda hareket denklemi

2 2
d 2

d x? t (31)

seklindedir. Bu denklem icin gerekli olan diferansiyel quadrature formu 30 denklemine
benzer yazilir. Elde edilen sonuclar iki farkli mesnet durumu igin Tablo 3'de verilmistir.

Dairesel plak: Sabit kalinlikli ince dairesel plagin serbest titresim denklemi

4 3 2 2
Mﬁ[ﬂ}i(ﬂ}i{iﬂ)w_’d(u}o
ort r\op3) 2\ 0,2) p3\0r D { 942 (32)

olarak verilir. Kabul edelim ki u deplasman fonksiyonu

u(r,t)= U(R)eiwt (33)



formunda olsun. Bdylece (33) denklemi (32) de yazilarak

4 3 2
0 U+£ o°U _L o°U +L(O_UJ_QZU=O
oR* R\0oRr*) R*\0R?) R\ OR

boyutsuz titresim denklemi elde edilir. Burada R =r/a, a plagin dis yarigapi, h kalinhk, D
edilme rijitligi, ve W boyutsuz frekans dederi olup seklinde tanimlanir. Elde edilen ilk lg
frekans degeri Tablo 4'de karsilastirmali olarak verilmistir. HDQ ydntemi ile hesaplanan
degerler 11 diigim noktasi kullanilinca Blevins [29] tarafindan verilen kesin degerlere
cok yakindir. GDQ yonteminde 9 digium icin hesaplanan sonuclar iki ve Ucinci frekans
dederleri icin uygun degildir.

(34)

Elastik zemine oturan kirisler : Elastik zemine oturan Gndform bir kirisin hareket
denklemi

4 2
E14Y oy @Y L hy—0
dxt — dg (35)

seklindedir. Bu denkleme metodun uygulanmasi ile

N
Y D;Y;tkyi=-pAQ?y,
=1 (36)

olarak verilen bir 6zdeder problemi elde edilir. E =1, A=1, r=1, k=1 ve L=1 boyutsuz
dederleri ve elastik zemine oturmus basit mesnetli bir kiris icin elde edilen ilk Gg frekans
dederi Tablo 5'de kesin dederler ile birlikte verilmistir.Tablodan goérilecedi Gizere GDQ ve
HDQ yontemleri 9 digim noktasi igin uygun olmakta, ancak DQ yonteminde yeter
dogrulukta sonuglar 11 digum noktasi igin hesaplanmaktadir. Diger 6érneklerde oldugu
gibi, HDQ daha az digum noktasi ile daha hassas sonuclar vermistir.

Tablo 1. Dikdortgen plak i¢in farkli kenar boyutlarina bagh Boyutsuz temel frekans(
— 2 4
Q=w*a*ph/D. |, _03; N=N,=9)

BBBB AAAA S555

k=ah HD() (Leissa, HDQ (Leissa, | HDQ (Leissa
(1969) 1969) 1969)

25 11 466 11.449 23.541 23648 3558 3 463
20 14.290 14256 27.796 27.010 2554 2 546

1 19 608 19.739 35811 35002 13903 13 489
el 32052 | 32076 £1.120 60772 20109 20,128
50 71210 | 71535 147 44 147 20 21577 21 643

Tablo 2. Elastik kirisin egilmeli titresim durumunda boyutsuz temel frekans degerleri

2 2,4
(.Q,' =pAw;il /EI)



Temel frekans degeri (1. Frekang) £
Mesnet Kesin DQ GDQ HDQ DQ GDQ
Kogulhrn | (Paz,1997) | (N=9) | (N=5) (N=7) MN=7) | (N=T)
E-E 3.142 3142 3.140 3.142 3138 3142
AR 3927 3034 3930 3927 3.920 3937
B by 4730 4730 4732 4730 4737 4738
o . e . . 0%=pAg?/EA
Tablo 3. Eksenel titresim durumunda kiris i¢in boyutsuz ilk ii¢ frekans degeri (¢ A
A5 55
HDQ Kesin Deger HDQ Kesin Deger
(N=9) (Blevins, 1984) (N=9) (Blevins, 1984)
£ 31415 3.1418 1.5740 15702
5 f2832 f. 2832 47102 47124
£l Q4260 Q4248 72420 TE530

Tablo 4. Kenarlarindan ankastre bagli dairesel plagin bir ilk ti¢ frekans degeri

(@ =malat D

(Leissa,1969) GDQ Kesin HDQ
(N=9) (Blevins,1984) (N=11)

Q, 10.22 10.20 10.22 10.22
Q, - 44.68 39.77 39.77
(OR - 80.24 89.10 89.11

Tablo 5. Elastik zemine oturan basit mesnetli iintiform kiris i¢in ilk {i¢ frekans degeri

DQ GDQ HDQ Kesin
(N=11) (N=9) (N=9) Coziim
(Chen, 2000)
Q, 0.098751 0.099584 0.099254 0.099201
Q, 0.003887 0.040141 0.040001 0.003949
Q; 0.087746 0.087995 0.008875 0.008883

Bolim 3.1'de ¢ozlilen BBBB mesnetli kare plak (k=1) titresim probleminde DQ
yontemlerinin ve 0zellikle HDQ yoénteminin diger ydntemlere gére Ustlnliklerini
vurgulamak acgisindan Tablo 1'de verilen sonuglar sonlu elemanlar ve sonlu farklar
metodu kullanilarak da hesaplanmistir. Elde edilen hata degerleri digim noktasina bagh
olarak Sekil 3'de verilmistir.
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Sekil 3. Cesitli yontemler icin diigiim nokta sayisina bagl hata degerleri

Sekil 3'den gorilecedi tzere kullanilan bitiin metotlar igin digim nokta sayisi arttikga
hata dederleri azalmaktadir. En buytk hata dederi sonlu farklar, en kliglik hata degerleri
ise harmonik diferansiyel quadrature(HDQ) igin elde edilmistir. Hata dederi; her iki yonde
Nx= Ny=N=9 digim nokta kullanilarak elde edilen sonuclar Leissa [23] tarafindan
verilen dederler referans alinmak tzere HDQ igin %0.02, GDQ icin %1, DQ igin %1.7,
Sonlu elemanlar igin %1.78 ve sonlu farklar [24] igin %2.7 olarak hesaplanmistir. N= 6
icin ise en uygun sonug %1.85 hata dederi ile HDQ icin hesaplanmistir. Bu hata dederi
sonlu elemanlarda N=8, sonlu farklar yénteminde N=10 icin bulunmustur. Sonug olarak
denilebilir ki daha az digum sayisi kullanilmasi daha az bilgisayar kapasitesi ve hesap
siresi demek olup, bu érnek igin HDQ ile N=6 icin 1 sn 'den daha az slGirede hassas
sonuglar elde edilmistir. Bu hassasiyete sahip sonuglar sonlu elemanlarda N=8 igin
hesaplanmis olup hesap siresi yaklasik 2 sn ve sonlu farklarda N=10 igin hesap stiresi
yaklasik 3.2 sn dir. Hesaplar, Pentium-II islemci ve 128 RAM bellede sahip kisisel
bilgisayarda yapilmistir. Ancak unutulmamalidir ki daha blyik caph problemlerde daha
fazla digum nokta sayisi kullanilinca hesap slresi bakimindan avantaj daha belirgin
olacaktir. Sunu da belirtmek gerekir ki: DQ ydntemleri ve 6zellikle HDQ y6ntemi pek ¢ok
problemde pek ok arastirmaci tarafindan vurgulandidi Gzere sonlu farklardan cok
astindur [3, 4, 5, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 25]. Bu Ustlinlik ¢ok daha az digum nokta sayisi
ve bu nedenle daha az bilgisayar hesap slresi bakimindandir. Ancak metodun sonlu
elemanlardan her zaman Ustiin oldugunu sdylemek yanlis olur. Ozellikle karmasik
malzeme davranisi ve kirilma mekanigi gibi hareketli sinir kosullarina sahip problemlerde
sonlu elemanlar ve sinir elemanlar yontemleri Ustinligini korumaktadir. DQ
yontemlerinde test fonksiyonu ya da yaklasim fonksiyonu olarak bilinen fonksiyonlarin
seciminde sureklilik sartina dikkat edilmelidir. Benzer zorunluluk sonlu elamanlar
yontemindeki enterpolasyon fonksiyonlarinin seciminde de vardir. Ancak DQ metodunda,
secilen fonksiyonlarinin Ritz metodunda oldugu gibi ¢6zimin baslangicinda sinir sartlarini
saglamasi zorunlulugu yoktur. Lineer olmayan davranisa sahip s6nimli veya sénimstiz
dinamik problemlerde [5] HDQ ydntemi ile hesaplanan dederler; sonlu farklar, Newmark-
b, Trapez ve Wilson-q yontemlerinden daha hassas olup ¢ok daha az diigim noktasi
kullanilmistir. Ancak yaklasik 60 yillik bir gegmisi olan sonlu elemanlar metodu da
malzeme o6zelliklerinin lineer olmadidi dinamik problemlerde hesap ve yaklasim
Gstinltgind korumaktadir. Hesaplamali mekanik alaninda 14 yillik bir gegmisi olan DQ
yontemleri ile ilgili yeni teori ve yaklasimlarin gelistiriimesi ile yontemin pek cok
problemde kullanilabilecek esnek yaklasimi ve pratik uygulamasi 6éne gikacaktir.

SONUC
Diferansiyel quadrature metotlan son yillarin ilgi ceken bir sayisal analiz yéntemidir. Bu

yazida Ug farklh DQ metodu kiriglerin ve plaklarin serbest titresim hesabina uygulanmistir.
HDQ metodu daha az digim nokta sayisi ile daha hassas sonuglar vermektedir. DQ



metodu ise daha dogru sonuglar igin daha fazla sayida diigiam noktasina ihtiyag
duymakta, ancak daha ¢ok digim sayisi kullanilinca hesap siresi artmaktadir. GDQ
metodu agdirlik katsayilarinin hesabinin daha basit olusu ve Gntform ya da tGnlform
olmayan dagim dagilimi igin uygun olmasi bir avantajdir. Sonuglarin yaklasiklidi,
gerektirdigi hesaplayici kapasitesi ve uygulama alaninin gesitligi dikkate alininca DQ
metotlarinin ve 6zellikle HDQ metodunun yapilarin dinamik analizinde kullanilacak etkili
bir metot olacagi séylenebilir [5, 6, 7, 12, 26, 27]. Bu yazi, yazarin kendi makalelerinden
ve diger arastirmacilarin yazilarindan derlenmis ve son vyillarda poptler olan bu metodun
Ulkemizdeki arastirmacilara duyurulmasi amaclanmistir.
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